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Resume. — On etudie quelques proprietes des {(p, r)-modules associes aux representations absol- 
ument cristallines. Comme coroUaire, on repond (dans le cas "non-ramifie" ) a deux questions de 
Fontaine. Premierement, on montre qu'une Zp-representation, limite de Zp-representations cristallines 
a poids de Hodge- Tate bornes est elle-meme cristalline. Deuxiemement, on montre que tout (p-module 
filtre admissible pent etre construit a partir d'un ((/p, rF)-module de g-hauteur finie (i.e. le foncteur 
i* : IsF^Mg MFp"*'^ est essentiellement surjectif). L'ingredient principal est le calcul d'une borne 
effective pour I'annulateur du conoyau de l'inclusion B+ (8)3+ D+(V) B+ ^q,, V. 

Abstract. — We establish some properties of (y, r)-modules associated to absolutely crystalline 
representations. As a corollary, we can answer (in the "unramified case") two questions of Fontaine. 
First, we show that a Zp-representation, which is a limit of crystalline Zp-representations with bounded 
Hodge- Tate weights is itself crystalline. Second, we show that every admissible filtered </p-module can 



isr*M+ 



be constructed from a (95, rF)-module of finite g-height (that is, the functor i* 
essentially surjective). The main ingredient is the computation of an explicit bound for the annihilator 
of the cokernel of the inclusion B+ ® + D+(l/) B+ Sq^ V. 
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Introduction 

Soit k un corps parfait de caracteristique p, F le corps des fractions de I'anneau des vecteurs 
de Witt sur k et K une extension finie totalement ramifiee de F: la motivation de ce texte est de 



demontrer une conjecture formulee par Fontaine |11, Final Remark (c)], dans le cas "non-ramifie" : 



Conjecture 0.1. — Si T est une Zp-representation de Gp, telle qu'il existe 6 > a € N une 
suite {Ti}i de Zp-representations cristallines de Gp d poids de Hodge-Tate dans [a;b] verifiant 
T/p^ ~ T-Jp^ , alors T est cristalline. 

S'lh — a < p — 1, alors cette conjecture est un theoreme, consequence directe des constructions de 



Fontaine-LafFaille |12|. L'analogue semi-stable de cette conjecture a ete demontre par Breuil dans 
0, dans le cas h — a < p — 2. On salt aussi faire les cas 6 — a = (pour une representation de Gk, 
oil K est arbitrairement ramifie), et 6 — a = 1 (dans la plupart des cas, en utilisant les resultats 
demontres par Breuil dans ||^). 

Notre demonstration de la conjecture ci-dessus se fait en deux etapes (toutes les notations 
employees ici sont definies dans le premier chapitre, contentons-nous de mentionner que = 
F ®Of C'fIH], et que q et les '/'""^(g) sont des elements de definis par (p^~^{q) = <5p"(l + vr) 
ou est le /c-ieme polynome cyclotomique. En particulier, quotienter un B^-module par 92""^ (5) 
revient a le "localiser" en e^") — 1). 

La theorie des ((/?, r)-modules de Fontaine [IC] et un theoreme de Colmez [|^ permettent d'associer 



a toute representation cristalline V de Gp un B^-module 'D~^{V) = (B"*" (8)Qj, V)^'' libre de rang 
d = dimQp(l/), muni d'un Frobenius 99 et d'une action de = Gal(F(/ipoo)/F) (on dit que V est 
de hauteur finie). L'anneau B+ est un anneau de periodes construit grace a la theorie du corps 
de normes. La premiere etape est de controler precisement I'annulateur du conoyau de I'inclusion 
B+ D+(y) ^ B+ V. 



Ensuite Wach a montre dans |14] qu'une representation V de hauteur finie est cristalline si et 
seulement si D+(l/) contient un sous B^-module Ny stable par F^? et tel que Tp agisse trivialement 
sur Ny/irNy. On pent d'ailleurs imposer une legere condition supplementaire sur Ny, et ce B^- 
module est alors canoniquement associe a V. La deuxieme etape est de construire a la main un tel 
B^-module pour une limite de representations cristallines. 

Pour realiser la premiere etape, nous sommes amenes a etudier de pres les ((/?, Fi?)-modules 
associes aux representations absolument cristallines. Nous montrons notamment: 

Theoreme 0.2. — Si V est une representation cristalline de Gp, dont les poids de Hodge-Tate 
sont hi < ■ ■ ■ < hfi- alors: 

(1) 7r^d-^iB+ (»Q^ y C B+ T>+{V); 
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(2) si n > 1 et Ny est le Bp-module construit par Wach, alors Faction de Tn = Gal(Foo/i^n) 
sur Vn = A^v/(^"~^(g) est diagonale dans UT16 base coTivcTiciblc C6 Ffi-cspacc vcctovid G r^i 
a^ii par Diag(x(7)''S •• • :X{l)^'')- 

Le dernier point du theoreme reste d'ailleurs vrai pour Taction de r„ sur D"'"(y)/iy9"~^(g), car 
I'application naturelle Ny /ip'^~^{q) — > D"'"(T^)/(/9"~-'^(g) est un isomer phisme. 

Pour realiser la deuxieme etape, on montre la proposition suivante, qui nous permet de montrer 
la conjecture ^ en construisant explicitement Nt pour T. 

Proposition 0.3. — Si Ti et T2 sont deux reseaux de deux representations cristallines d poids de 
Hodge-Tate dans [a; b], tels que Ti/p" = T2/P" avec n € N verifiant p^~^{p — 1) > 6 — a + 1, alors 
Nrp-^ et ont meme image dans (A+/p" <8)Zp/p" Ti/p"')^^ . 

Cette proposition montre que si les Tj varient continument, alors il en va de meme pour les Nt^, 
sur un disque dont le rayon diminue quand on augmente la longueur de la filtration. 

Le theoreme p.2| (plus un petit calcul) nous permet de demontrer une autre conjecture de 
Fontaine. Solent IsF^Mg la categorie des B^-modules libres N de rang fini munis d'un Frobe- 
nius if tel que N/ip*N est annule par une puissance de q, et MFp^'"'' la categorie des (/^-modules 
filtres admissibles. On pent munir tout objet N de IsF^Mg d'une filtration qui depend de 99, et 



i*N = N/ttN est alors un (/9-module filtre. Fontaine a conjecture dans |10, 2.3.6] que le foncteur 



i* : IsF^M^ MFp'*'"^ est essentiellement surjectif. De fait: 

Theoreme 0.4- — Si V est une representation cristalline positive de Gp, et si Ny est le B^- 
module construit par Wach, muni de la filtration Fil* A^y = {x € Ny,ip{x) G q^Ny}, alors 
Dcris(^) C p, '^B+ I'application naturelle Dcris(^) Ny/nNy est un isomorphisme 

de ip-modules filtres. 

On en deduit immediatement la conjecture mentionnee ci-dessus. 



On termine avec une nouvelle demonstration de certains des resultats de |12, (construction 
de reseaux galoisiens associes a des reseaux fortement divisibles, quand la longueur de la filtration 
est < p - 2). 

Remarque 0.5. — Dans une version anterieure de cet article, je demontrais que Nt/ttNt s'identi- 
fiait a un reseau fortement divisible de Dcris(^)- Ceci est incorrect. Par exemple, comme me I'ont 
fait remarquer C. Breuil, F. Diamond et P. Colmez, certaines representations attachees a des formes 
modulaires sont irreductibles, mais pas leur reduction modulo p, et dans certains cas on obtient 
plus de reseaux galoisiens que de modules fortement divisibles, ce qui aboutit a une contradiction. 

Remerciements: Je souhaite remercier Pierre Colmez, qui est a I'origine de plusieurs des idees 
de cet article; il a aussi relu attentivement de nombreuses versions de ce texte. Lors de la redaction 
de cet article, j'ai beneficie de conversations enrichissantes avec lui et avec Christophe Breuil, 
Fred Diamond, Jean-Marc Fontaine et Barry Mazur. Enfin, Particle "Representations p-adiques 
potentiellement cristallines" de Nathalie Wach a ete une source constante d'inspiration. 
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1. Rappels et notations 

Ce chapitre est consacre a quelques rappels sur les periodes p-adiques; on pourra se reporter a 
pour beacoup des constructions decrites ci-dessous. Soit k un corps parfait de caracteristique p, 
F le corps des fractions de I'anneau des vecteurs de Witt sur k et K une extension finie totalement 
ramifiee de F. Soit F une cloture algebrique de F et Cp = F sa completion p-adique. On pose 
Gk = GslI{K/K), c'est aussi le groupe des automorphismes continus K-lineaires de Cp. Le corps 
Cp est un corps complet algebriquement clos de corps residuel k. On pose aussi K„, = K(fipn) 
et Koo est defini comme etant la reunion des Kn- Soit Hk le noyau du caractere cyclotomique 
X '■ Gk — > Z* et Tk = Gk/Hk le groupe de Galois de Koo/K qui s'identifie via le caractere 
cyclotomique a un sous groupe ouvert de Z*. Si -R' = F, on a d'ailleurs Tp ~ Z*, et c'est un groupe 
pro-cyclique sauf si p = 2; si p 7^ 2 ou p = 2 et n > 2, alors r„ = Gal{Koo/ Kn) est procyclique. 

Dans la suite, T designera une Zp-representation de Gk-, c'est a dire que T est un Zp-module 
libre de rang d, muni d'une action lineaire et continue de Gk-, et V = Qp T. La principale 
strategic (due a Fontaine, voir par exemple Q) pour etudier les representations p-adiques d'un 
groupe G est de construire des Qp-algebres topologiques B munies d'une action du groupe G et 
de structures supplementaires de telle maniere que si V est une representation p-adique, alors 
DB{y) = {B V)*^ est un i?^-module qui herite de ces structures, et que le foncteur qui a V 
associe Dsiy) fournisse des invariants interessants de V . On dit qu'une representation p-adique V 
de G est B-admissible si on a S (^q^ V ~ B'^ en tant que G-modules. 

1.1. Le corps E et ses sous-anneaux. — Solent 

E = lini,^,pCp = {(xW,xW,---) I = x»} 

et E"*" I'ensemble des x € E tels que x^^^ £ Ccp- Si x = (x^*)) et y = (y*-*^) sont deux elements de 
E, alors on definit leur somme x + y et leur produit xy par: 

{x + y)» = lim (x(*+^') + et = x^'^y'^'^ 

ce qui fait de E un corps de caracteristique p dont on pent montrer qu'il est algebriquement clos. 
Si X = (x("))„>o G E soit ve{x) = Vp{x^'^^). C'est une valuation sur E pour laquelle celui-ci est 
complet; I'anneau des entiers de E est E"*". Soit A+ I'anneau Ty(E+) des vecteurs de Witt a 
coefficients dans E+ et B+ = A+[l/p] = {'^k^_^P^[xk\, Xk G E+} 011 [x] G A+ est le relevement 
de Teichmiiller de x G E"^. Get anneau est muni d'un morphisme d'anneaux 6 : Cp defini 

par la formule 0iJ2ky^~ooP^i^k]) = J2ky^-ooP^^^k^ ■ Solent e = (e^*)) G E+ avec e^^^ = 1 et s^'^^ / 1, 
vr = [e] — 1, TTi = [eP ^] — 1, lu = vr/vri et q = (p{uj) = (p('k)/it. Alors kei{6) est I'ideal principal 
engendre par uj. 

Remarquons que e est un element de E+ tel que fE(e — 1) = p/ip—^)- On pose Ep = k{{e — 1)) 
et on definit E comme etant la cloture separable de Ej? dans E ainsi que E"*" = E fi E^ I'anneau 
des entiers de E. Remarquons que, par definition, E est separablement clos, et que I'on retrouve E 
a partir de E en prenant le complete de sa cloture radicielle. 
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1.2. L'anneau B^r et ses sous-anneaux. — L'anneau B^j^ est defini comme etant le complete 
pour la topologie ker(^)-adique de B'*' (on remarquera que A"*" est complet pour cette topologie): 

B^R = limn>oB+/(ker(^r) 

c'est un anneau de valuation discrete, d'idcal maximal ker(0); la serie qui dcfinit log([e]) converge 
dans B^j^ vers un element t, qui est un gcncrateur de I'ideal maximal, ce qui fait que B(Jr = Bjj^[l/f] 
est un corps, muni d'une action de Gp et d'une filtration definie par FiP(BdR) = t^^^R Po^^^ « G Z. 

On dit qu'une representation V de Gk est de de Rham si elle est BdR-admissible ce qui equivaut 
a ce que le if-espace vectoriel D(Jr(F) = (B^r (8>Qj, F)'^^ est de dimension d = dimQp(F). 

L'anneau B+g^ est defini comme etant 

^max = °^ "^^ ^ suite qui tend vers 0} 

n>0 ^ 

et Bmax = B+ax[l/*]- peut d'ailleurs remplacer to par n'importe quel generateur de ker(0). 

Get anneau se plonge canoniquement dans B^r (les series definissant ses elements convergent dans 
BdR) et en particulier il est muni de Paction de Galois et de la filtration induites par celles de B^jr, 
ainsi que d'un Frobenius f, qui etend I'application ip : A+ — > A"*" deduite de x dans E+. On 

remarquera que ip ne se prolonge pas par continuite a B^r. On pose aussi B^g = n^^(/9"(B+a^)- 
On dit qu'une representation V de Gk est cristalline si elle est Bmax-admissible ou, ce qui 
revient au meme, B^g[l/t]-admissible (les periodes des representations cristallines vivent dans 
des sous i^-espaces vectoriels de dimension finie, stables par (p, de Bmax) et done en fait dans 
^n=o^'^(^max.)[^/^])'i ^eci cquivaut a ce que le F-espace vectoriel 

Deris (F) = (B^ax Vf^ = (B+g[l/t] Vf'' 

est de dimension d = dimQp(y). Alors Deris (F) est muni d'un Frobenius et d'une filtration induits 
par ceux de Bmax, et (Bjr V)'-^'^ = DdR(F) = K ^pDcnsiy) ce qui fait qu'une representation 
cristalline est aussi de de Rham. 

Si V est une representation p-adique, on dit que V est de Hodge-Tate, a poids de Hodge- 
Tate hi, - ■ ■ ,hd, si Ton a une decomposition Cp (2>Qp V 2± ®j^iCp{hj) . Dans ce cas, on voit que 
(Cp^QpV)^'^ ~ ®j=iKoo{hj) et on pent montrer que la reunion Dscn(l^) = {Cp^QpV)^^ des sous 
Xoo-espaces vectoriels de dimension finie stables par F^^ de (Cp(giQp V)^^ est egale a (£>j=iKoo{hj). 
Le Koo-espace vectoriel Dsen(F) est muni d'une action residuelle de F^^, et si 7 G Fx est un element 
sufHsamment proche de 1, alors la serie d'operateurs log(7)/ logp(x(7)) converge vers un operateur 
i^oo-lineaire Vy : Dsen(F) ^Sen{V) qui ne depend pas du choix de 7, et qui est diagonalisable 
a valeurs propres hi, - ■ ■ , ha- On dira qu'une representation ;?-adique V est positive si ses poids de 
Hodge-Tate sont < (la definition du signe des poids de Hodge-Tate est malheureuse). 

1.3. L'anneau B et ses sous-anneaux. — Soit A l'anneau des vecteurs de Witt a coefficients 
dans E et B = A[l/p]. Soit Ap le complete de OfK, Tr~^] dans A pour la topologie de celui-ci, c'est 
aussi le complete p-adique de ©/^[[vr]] [vr^"*^]. G'est un anneau de valuation discrete complet dont le 
corps residuel est Ep- Soit B le complete pour la topologie p-adique de I'extension maximale non 
ramifiee de Bj? = Ai?[l/p] dans B. On definit alors A = B n A et A"*" = A fl A+. Ges anneaux 
sont munis d'une action de Galois et d'un Frobenius deduits de ceux de E. On pose A^ = A^^^ et 
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Bft- = Aii-[l/p]. Quand K = F les deux definitions coincident. On pose de meme B"*" = A+[l/p] 
et = (A+)^^' ainsi que = (B+)^^'. 

Si V est une representation p-adique de Gk soit D(y) = (B (g)Qp V)^^ . On sait [10] que D(y) 



est un B/f-espace vectoriel de dimension d = dim(y) muni d'un Frobenius et d'une action residuelle 
de Tk qui commutent (c'est un {ip,Tk) module) et que Ton peut recuperer V grace a la formule 

v = (B ^Bi,^(y))^=\ 

On se place maintenant dans le cas K = F. On dit qu'une representation p-adique V de Gp est 
de hauteur finie si D(y) possede une base sur B^? formee d'elements de D+(y) = (B+ (gjq^ V)^^ . 
Un resultat de Fontaine |10| (voir aussi [0, 111.2]) montre que V est de hauteur finie si et seulement 



si D(F) possede un sous-BJ^-module libre de type fini stable par (p de rang egal k d = dimQp(y). 
Rappelons le resultat principal (le theoreme de Colmez |^], voir aussi [Q) sur les representation 
cristallines de Gp: 

Theoreme 1.1. — SiV est une representation cristalline de Gp, alors V est de hauteur finie. 

1.4. Complements sur B^ et B^t^^,. — Soit B^^ ^ I'ensemble des series de la forme ^(vr) = 
X^^o'^fc^^' telles que G F et telles que la serie A{T) converge sur le disque unite ouvert 
{z G Cp, \z\ < 1}. Rappelons que B^ est un anneau principal, et que B^^^, se comporte comme 
un anneau principal, en ce sens qu'il est de Bezout (tout ideal de type fini est principal) et [l| qu'il 
admet la theorie des diviseurs elementaires. 

Si R est un anneau qui a la theorie des diviseurs elementaires, et si M est un sous- module de 
type fini de ~ R'^, alors il existe des elements ri, • • • , de i? et une base ni, ■ ■ ■ ,nd de N tels 
que ^il • • • Ir^ et riUi, ■ ■ ■ r^n^ est une base de M, et les ideaux (ri), ■ ■ ■ , (r^^) sont determines de 
maniere unique par ces conditions: c'est le theoreme des diviseurs elementaires. On ecrira pour 
simplifier: [A^ : M] = [ri; • • • ; r^]. 

Les deux anneaux B^ et B^^ p sont munis d'actions de et de Fi? qui commutent, et que Ton 
deduit par semi-linearite des formules '^{T) = (1 + T)p — 1 et 7(T) = (1 + T)^^'~i'> — 1. 

Si n > 1, alors I'ideal engendre par 'p^~^{q) est stable par Fi? et on a une identification de 
F[Fi.]-modules B+g^^/^"-i((?) = B+/(^"-i(g) = F^. 

Lemme 1.2. — Si I est un ideal principal de B^^^, qui est stable par Tp, alors I est engendre 
par un element de la forme vr-"' rinS(V'"'~^(9)/p)"'" • plus: 

(1) (p{I) C I si et seulement si la suite {jn}n ^st decroissante; 

(2) / C (/?(/) si et seulement si la suite {jn}n est croissante; 

(3) les resultats precedents restent vrais pour les ideaux de B^, et dans ce cas jn = si n ^ 
(par exemple, I C '^{I) implique que I = B^ ). 

Demonstration. — Voir 0, IILS] pour une demonstration du fait que si I est un ideal de B^, qui 
est stable par Tp, alors I est engendre par un element de la forme vr^" n"ii(¥'""H9)/p)^"- Cette 
demonstration s'adapte immediatement au cas de B^g^,. Enfin, les trois points qui suivent ne 
posent pas de difficulte. □ 

Exemple 1.3. — L'ideal de B^^^ engendre par t = log(l + vr) satisfait les deux points ci-dessus. 
Cela correspond a la decomposition t = Wn=i{'^^''~^ il) I P) ■ 
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2. Une bonne description de Deris (^) 

Dans toute la suite, V designera une representation cristalline de Gp, de dimension d, dont les 
poids de Hodge- Tate sont negatifs. On notera ri < • • • < les opposes des poids de Hodge- Tate 
de V. 

2.1. La construction de Wach. — L'objet de ce paragraphe est de preciser les resultats de 
Wach sur les representations cristallines de hauteur finie. Rappelons que Wach a demontre dans 



14, p. 380] le theoreme suivant: 



Theoreme 2.1. — Si V est une representation de hauteur finie de Gp, alors V est cristalline 
positive si et seulement s'il existe un sous ^p-module N litre de rang d de D'*'(y) stable par Tp 
et tel que V action deVp soit triviale sur N/irN . 

Si V est une representation cristalline positive de Gp, alors le theoreme de Colmez montre que 
V est de hauteur finie. II existe done N C Y)~^{V) tel que est un B^-module libre de rang d 
stable par F^? et tel que Taction deTp soit triviale sur N/ttN. 

Lemme 2.2. — Sous les hypotheses precedentes, on peut s' arranger pour qu'il existe un entier s 
tel que 7r^'D~^{V) C N C 'D'^{V). Un tel N est alors unique (en particulier il est stable par (p), et 
on le notera Ny. 

Demonstration. — L'ideal In de constitue de I'ensemble des A € tels que XD~^{V) C N est 
stable par Tp, et il est done engendre par un element de la forme vr^og"^ ■ • • (92**"^ ((z))"* • Si A^' = 
D+(y) n A^[(/?"'~"^(g~^)]n>i, alors N' est un sous-module libre de rang d de D"'"(y), stable par Tp, et 
I'application N/ttN — s- N'/ttN' est un isomorphisme (car elle est injective) ce qui fait que Tp agit 
trivialement sur N' /nN' . Enfin, on voit que si x G T)~^(V) est tel que tt^° 
alors TT^'^x G A^', ce qui fait que Tr'^T)~^{V) C A^' avec s = oq. 

Montrons qu'un tel A^ est unique. S'il existait A'^i et N2 satisfaisant les conditions du lemme, 
alors pour tout x G Ni \ 'itNi, il existerait un unique s G N tel que n^x G A'2 \7rA'2- Comme Taction 
de FiT' est triviale sur Ni/irNi, on voit que s = 0. En appliquant cela a une base de A^i, on voit que 
A^i C N2 et done par symetrie que A^i = N2. 

Enfin, on voit que A^ + ip*N satisfait les memes hypotheses que A^, et done A^ + (p*N = N ce qui 
fait que A^ est stable par ip. □ 

Si T est un reseau de V, on pose D"'"(r) = (A+ (gDzp T)^^ , e'est un A^-reseau de Y)~^{V), de 
meme que D(T) = (A T)^^ est un Ai?-reseau de T){V) 

Lemme 2.3. — SiT est un reseau de V, et Np = Ny nD"'"(T), alors Np est un sous A.'^-module 
libre de rang d de D+(T), stable par ip et Tp tel que V action deTp sur Np/irNp soit triviale, et 
tel qu'il existe un entier s > tel que 7r^D"*"(T) C Np. Ceci definit Np de maniere unique. 

Demonstration. — La seule chose qui n'est pas evidente est que Np est libre (puisque A^ n'est 
pas principal). Mais on voit que Np = Ny fl D(r), et A^t est alors libre par |10| , B.1.2.4]. □ 



On a done demontre la proposition suivante: 
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Proposition 2.4- — SiT est un reseau d'une representation cristalline positive V , alors il existe 
un unique sous Ap-module Nnp libre de rang d de D"''(r) tel que Nt est stable par Tp et V action 
de Vp est triviale sur Nt/ttNt, et tel qu'il existe un entier s >0 tel que 7r*D"'"(T) C Nt- Dans ce 
cas Nt est stable par ip, et le sous 'R'^-module Ny = ®a+ '^^(Y) verifie les conditions 

correspondantes. 

2.2. L'inclusion Deris {V) C D+g(F). — Soit Btg^^ Tensemble des series de la forme ^(vr) = 
Ylit=~oo ^kT^^ 1 telles que G F et qu'il existe r < 1 tel que la serie A{T) converge sur la couronne 
{z eCp,r < \z\ < 1}. 

On a montre dans que si V est une representation cristalline positive de Gp (et done dans ce 
cas de hauteur finie), alors Deris (^) C Djjg(y) = B^j^^ ®b+ -^^(^)- ^n a en fait dans notre cas 
particulier un meilleur controle des periodes de V; soit D^g(y) = B^t^ ^ D+(y), on a alors: 

Proposition 2.5. — Si V est une representation cristalline positive de Gp, alors Deris (1^) C 
Kig,F^B+^v. En particulier B,,i,{V) C B+^{V), Deris(V') = D+g(y)rF = (B+^^p^^+Nyf^. 

Demonstration. — Soit {ci} une base de Ny, et P et G = G{'j) les matrices de 99 et 7 € Tp \ {1} 
dans cette base. Soit {xi} une base de Deris (^)) on salt que Xi G Djjg(y), et done si M est telle 
que (xj) = M(ej), alors M e M((i, B^j^^). Si D S M{d,F) est la matrice de tp dans la base {xj}, 
alors on a 7(M)G = M et (p{M)P = DM. 

Montrons qu'il existe des entiers Oj et n G (B^)* tels que 6 = det(P) = q°^^ ■ ■ ■ {ip^^^{q))'^''u. 
Si g est le determinant de G, alors g = 1 mod tt et comme les actions de if et Tp commutent, 
on a ^{5)g = <p{g)5, ce qui fait que 5 et 7((5) engendrent le meme ideal de B^. Par le lemme 
|1.2| , c'est done que 5 = n'^^q'^^ ■ ■ ■ {ip'^~^{q))°'''u ou u G (B^)*. De plus, si Ton regarde I'equation 
'y{6)/6 = ip{g)/g modulo tt, on voit que ao = 0. 

Posons V = 7r"i • • • (/?*~^(7r)'^% on a 5 = Lp{v)v^^u. Solent = Mv et Q = 5P^^, c'est la 
transposee de la matrice des cofacteurs de P, et done Q G M{d, BJ). On a 

ip(N) = ip{M)ip{u) = DMip{v)p-^ = DM{v5u-^)5-^Q = DNu'^Q 

et I'argument de regularisation de Q montre que si ^p{N) = DNu^^Q, alors N G M((i, B^^^). II 
existe done A / 0, A G BJ, tel que ADeris(^) C ^tigF '^b+ 

Si / est I'ideal de B^ forme de I'ensemble des A G BJ tels que ADeris(^) C B^^ p 0^+ Ny, alors 
/ est un ideal de B^ qui est stable par r^? et 93, et par le lemme il est engendre par un element 
de la forme A = vr^o • • • {ip''^ (q))'^' , avec Po> ■■■ > Ps>0- 

Reste a montrer que A = 1, ce qui revient a montrer que /?o = puisque Pj < I3q. Rappelons 
que le groupe Tp agit trivialement sur Ny/nNy, et done sur B^g ^ (8)g+ Ny/Tr'B^^^p ®g+ Ny. II 

existe y G Deris (^) tel que yA G B^^^^ (g)g+ Ny \ vrB^g^^ (g)g+ Ny. L'image de y\ dans B^^^^ (g)g+ 

Ny/ir'B'^^^p (8)g+ Ny est non-nulle et Pi;' agit dessus par x^°, ce qui fait que /3o = 0. □ 

Remarque 2.6. — On voit d'ailleurs que B+g^^ (gip Deris (^) - n+^(^™(B+g^^ Ny), ce qui 
fournit une description assez simple de B^^ ^ ^p Dcris(^) = NdR(y), 011 NdR(F) est le module 
construit dans 0. 
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Soient (Aj) les ideaux de B+g ^ definis par [B+g^^ (^^+ Ny ■ B+g^^ Deris (^)] = [Ai; • • • ; A, 
Proposition 2.7. — II existe des entiers f3ni tels que les ideaux (Aj) sont engendres par Aj 



Demonstration. — On a montre au paragraphe precedent que B^^ p(^F'Dcns{V) C B^^ p 0^+ Ny, 
et les deux modules en question sont munis d'une action de Fi;', telle que 'y £ Tp agit par un 
isomorphisme. Ceci montre (par unicite des diviseurs elementaires) que les ideaux (Aj) et 7(Ai) 
sont egaux, et le lemme L2 montre que Ton pent prendre Aj = vr^"-* Y['^=i{^"'~^ (q) /p)^"'' ^ ori {Pn,i}n 
est une suite d' entiers. □ 



3. L'inclusion D+(y) C B+ V 
Dans toute la suite, on ecrira Diag(ai, • • • , a^) pour designer la matrice d x d: 

ad/ 

3.1. L'action de Tp sur Ny / {q) . — Si n > 1, on pose r„ = Gal(Foo/-Fn)- 

Proposition 3.1. — L'action deTn surVn = Nv/^^~^{q) est diagonale dans une base convenable 
de ce Fn-espace vectoriel et 7 £ r„ agit dans cette base par Diag(x(7)~^"'S • ■ ■ , x(7)~^"''')- 

Demonstration. — Comme r„ est abelien, il suffit de montrer la proposition pour un element 7„ de 
r„, car une famille commutative d'endomorphismes diagonalisables est codiagonalisable (si p 7^ 2 
ou n > 2, il suffit de prendre pour 7„ un generateur topologique de r„). 

Si A = Diag(Ai, • • • , A^), alors il existe une matrice M G GL(d, B^^^^ p) telle que (dj) = MA(ei) 
oil (di) est une base de Dcris(l^) et (e^) est une base de B^^^ Ny- Si Gn est la matrice de 
Paction de 7n dans la base vecteur colonne (cj): ^n{ei) = Gn{ei), alors 7n(MA)Gn = MA ou encore 

Gn = 7„(A~U'/-^)AfA = A"^Z)„7„(M"^)MA et done AG„A"^ = Dn-in{M~^)M 

ovl Ton a pose = A7„(A~-'^). Remarquons que, comme M € GL((i, B^^^), on a 7„(M~^)M = 
Id mod (/7"~^(g). De plus, Dn est une matrice diagonale et comme \j = tt^'^'^ {q/p)^'^'^ ■ ■ ■ = 
{^"'~^{q))^"'^rn,j, oil rn,j est inversible modulo y'"~^(g), on voit que \j/^n{^j) = x{ln)~^"'^ 
mod (p"'~'^{q). 

Les coefficients du polynome caracteristique de G„ sont ceux de AG^A"^ et sont done egaux 
modulo ^^~^{q) a ceux de -D„. Pour montrer que r„ agit par (£)„ mod 'P^~^{q)) sur une base 
convenable de = Ny / ^p""^ (q) = (B^g^(8)g+ Ny) / ip"'~^ (q) , il suffit done de montrer que Taction 
de r„ est diagonalisable, puisque les valeurs propres (avec multiplicites) de Gn seront alors celles 
de {Dn mod (/^""^(g)). 

L'application in = 9 o Lp~^ realise une injection de Vn dans (Cp (giq^ V)^'' ~ ®'j=iF'oo{—fj) {in 
est injective car un element de Ny divisible par (p'^~^{q) dans B+ (g)Qp V est divisible par (p'^~'^{q) 
dans D"'"(F) et done dans Ny). Notamment, I'operateur VyiVy + 1) • • • (Vy + r) est nul sur Vn, 
et ce dernier espace est done somme directe des Vn^~~'^, qui sont stables par r„, et sur lesquels r„ 
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agit via le produit de x ^ pa-i' une representation de r„ qui est triviale sur un sous-groupe ouvert. 
L'action de r„ est done diagonalisable (Paction d'un groupe abelien fini I'etant toujours). □ 

Proposition 3.2. — L'action deTn surVn = Nv/^^~^{q) est diagonale dans une base convenable 
de ce Fn-espace vectoriel et 7 G r„ agit dans cette base par Diag(x(7)^''S ■ ■ ■ iX(7)~'''') ou ri < 
' ' ' ^fd sont les opposes des poids de Hodge- Tate de V . 

Demonstration. — La proposition precedente montre que dans une certaine base de Vn, Taction 
de 7 G r„ est donnee par Diag(x(7)~'^% • • • ,x{l)~^'') ou les si < • • • < Sd sont des entiers (ce 
sont les f3n,j). De plus, in realise une injection de Vn dans (Cp ^q^, V)^^^ = Dsen(^), qui est un 
Foo-espace vectoriel muni d'une action residuelle de Fj? telle que Vy agisse, dans une bonne base, 
par Diag(-ri, • • • , -ra) 

Dans cette base, Taction de 7 G Fi? est donnee par une matrice a coefficients dans Fk pour 
A; ^> 0, et le F^-espace vectoriel engendre par cette base, Dsen(^) ^st stable par Tp (et done F„) 
et verifie F^ D^^„(y) = Dsen(^). De plus, quitte a augmenter k, I'image de Vn dans Dsen(^) 
est contenue dans Y)^^^{V). 

En exponentiant la connection Vy, on voit que quitte a augmenter k, Paction de 7 G F^ sur 
Dggj^(l/) est diagonale et donnee par Diag(x(7)~^S ' ' ' ) x{7)~^'^)- La proposition resulte alors du 
lemme suivant que nous demontrons ensuite: 

Lemme 3.3. — Si Vn est un Fn-espace vectoriel muni d'une action de F„, telle que dans une 
certaine base, 7 G F„ agit par Diag(x(7)~'^S " " " ^xin)'^"^)} ^^ec si < ■ ■ ■ < Sd, qui s'injecte de 
maniere T n-equivariante dans Vt, un F^-espace vectoriel muni d'une action de F„ telle que l'action 
7 G Ffc est donnee dans une certaine base par Diag(x(7)~''S ■ ■ ■ yXil)'^"^) '^vec ri < ■ ■ ■ < r^, 
alors Ti = Si. 

En regardant les espaces propres pour Vy et en tordant, on se ramene a montrer que si Vn 
un F„-espace vectoriel muni d'une action triviale de F„, qui s'injecte de maniere F„-equivariante 
dans un Ffc-espace vectoriel Vk muni d'une action de F„, alors dimi?^(y„) < dimi?^(T4), ce qui suit 
du fait (que nous allons demontrer) que I'application naturelle f ■ Ff^ (i^p^ Vn ^ Vk est injective. 
Demontrons cela: si ce n'etait pas le cas, il existerait une relation minimale ^ fJ-jfivj) = 0, et 
comme F„ agit trivialement sur Vn, on voit que F„ fixe ^j/l-ii (comme la relation est minimale) et 
done que fJ-j/fii G Fn ce qui fait qu'un element du noyau de / est deja nul dans Fk(^F„Vn. 

Ceci acheve de demontrer la proposition. □ 

3.2. L'inclusion D+(y) C V. — Le corollaire suivant est une consequence des calculs 

du paragraphe |0| (pour n > 1; pour n = 0, c'est une consequence du fait que Tp agit trivialement 
sur Nv/ttNv). 



Corollaire 3.4- — Dans les notations de \2. % on a /3oj = et (3n.j = fj pour tout n > 1. 



On utilise ce corollaire pour montrer le resultat principal de ce chapitre: 

Theorems 3.5. — Si T est une Zp-representation de Gp , telle que V — Qp (E)Zp T est cristalline 
a poids de Hodge-Tate entre —r et 0, et Np est le A.^-module dont on a rappele la definition plus 
haut, alors 7r^A+ (g)z„ T d A+ + Np- En particulier, 7r'"A+ (g)z„ T C A+ (g) . + D+(r). 
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Demonstration. — On voit qu'il suffit de montrer que vr^B^ ®q„ V C (8ip,+ Ny. Montrons tout 
d'abord que q'^ tue Nv/^*Nv. Comme v3*(B+g p ®f Dcris(^)) = '^tig.F ®F '^cvisiV), on voit que 
Nv/f*Nv est tue par IliLi ■^j/v^C-^j) l^i est une puissance de q. D'autre part, si x G Ny^ alors 
fx G B+g^^ ®F Dcris(^) C f*^tig,F ®B+ ^ ce qui fait que f tue B+g^^ Ny / 'f* {^t\g,F ®b+ 
Nv) = Nv/(p*Nv et done q"" tue Nv/'p*Nv. 

Ceci montre que q'^ tue Ny/(p*Nv, ce qui revient a dire que si P est la matrice de ip dans une 
base de Ny, alors q'^P~^ € M((i, B^). Si M est la matrice de cette base dans une base de V, alors 
(^(M) = PM et lp{tt^ M~^) = (7r''M~"^)((7''P~^) ce qui fait que, par I'argument de regularisation de 
0, on a 7r'"M-i G M((i,B+) et done 7r'^B+ Oq^ ^ C B+ ®^+^ Ny. □ 

Remarque 3.6. — Le resultat precedent est proche d'etre optimal. On pent par exemple montrer 
que B+ (g)Qp V = B"*" D+(y) si et seulement si la restriction de F a Hp est non-ramifiee. 

4. Passage a la limite 

4.1. L'image de D+(r) dans (A+/p" T)'^^^'. — Le foncteur T ^ D+(r) n'est pas exact, 
mais en utilisant les resultats de la section precedente, on pent controler l'image de D+(T) dans 
(A+/p" T)^^: 

Proposition — Si T est une Tip-representation de hauteur finie de Gp, et X £ est tel 
que AA+ Oz^ T C A+ D+(r), et si ii £ A^ esi te^ gue //A+ Oz^ T C A+ A'r, a^ors 

(1) Vimage de D+(r) c/ans (A+/p" (»Zj, T)^^^ contient A(A+/]5" «)Zp r)^^'; 

(2) /'image de Np dans (A+/p" ®Zj, r)^^' contient niA+fp"^ Ozp r)^^'; 

(3) D+(T) ~ lim„(A+/p" 0Zp T)^^; 

(4) D+(T) ^ (A+/p" (g)Zp T)^P est surjective si n > 0. 

Demonstration. — Remarquons que A G A^ tel que AA+ (giZp T C A+ '8a+ D+(T) existe toujours. 
Si V est cristalline a poids de Hodge- Tate dans [— r;0], on vient de voir que Ton pent prendre 
A = /X = vr''. 

Commengons par montrer le (1). Soit /3 G (A+/p" T)^^, que Ton releve en /? G A"'' (giZp 7^- 
On a pour tout /i G -ff^, - /? G p"(A+ 0Zp T). On a aussi A/5 G A+ D+(r), et done 

h{X(3) -X(3e p"(A+ ^z, T) n A+ 0^+ D+(r) c p"A+ D+(T) 

ce qui fait que si Ton ecrit A/5 = ^ yi®di G A+(g)^+D+(T), alors h{yi)—yi G p"A+. Comme A^ — > 
(^A+fpn^Hp surjective, c'est que yi G A^+p"A+, et done que XP G D+(r) +p''A+ D+(T). 
Cela montre le (1). 

Le (2) se demontre exactement de la meme maniere, en remaplagant 'D~^(T) par Np. 

Montrons le (3) de la proposition: soit {/5„} une suite de lim „ (A"*" / (^Zp T)^^ . II existe une 
suite an de D"'"(T) telle que l'image de est A/3„. Cela implique immediatement que la suite 
converge pour la topologie p-adique vers a G D+(T) tel que l'image de a est A/3„. On pent ecrire, 
dans A"*" T, a = Xxn + p^Vn (oii Xn G A+ T releve Pn), et la suite Xn converge vers un 
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element x de A"*" T tel que a = Ax. Ceci fait que a G D+(T) a ses coordonnees divisibles par 
A et done que a est divisible par A dans D+(T); aX~^ s'envoie alors sur {/3n}j ce qui montre le (3). 

Passons maintenant au (4). Soit I'image de (A+/p" T)"" dans (E+ (g)Zp T)^"" et D^o 
celle de D+(T). On a clairement Z^oo C • • • C Dn d ■ ■ ■ d Di. lis sont tons libres de rang d 
sur E^, dont les ideaux sont les vr* avec z G N, et un petit argument de determinants montre 
que la suite decroissante Dn doit stationner (puisqu'elle est bornee inferieurement par Doo), disons 
que Dn+i = Dn pour n > hq. Cela veut dire que (A+/p"+^ (g)Zp T)^"" ^ (A+/p" (g)Zp T)^"" est 
surjective pour n > no, puisque c'est vrai modulo p. Soit x € (A+/p" (giZp T)^^ , on pent done le 
relever en un element de lim„(A+/p"' (g)Zp T)^^ , et par le (3), en x £ D+(T). □ 

4.2. Construction de A'^j-. — L'objet de eette section est de demontrer la eonjeeture de Fontaine 
sur les limites de representations cristallines de Gp, e'est-a-dire le theoreme suivant: 

Theoreme 4 ■2- — Si T est une Zp-representation de Gp, telle qu'il existe & > a G N une 
suite {Ti}i de Zp-representations cristallines de Gp d poids de Hodge-Tate dans [a;b] verifiant 
T/p^ ~ Ti/p^, alors T est cristalline. 

Tout d'abord, en tordant T et les Tj, on se ramene au eas oii les Tj ont leurs poids de Hodge-Tate 
dans [— r; 0] pour un r > 0. Dans tout ee paragraphe, Np. denotera le module de Waeh associe a 



Ti dont on a rappele la eonstruetion plus haut, et qui fait l'objet du theoreme 3.5. En partieulier, 
on dispose du lemme suivant qui rassemble I'information dont on aura besoin: 

Lemme 4-3. — Le A~^-module est un sous A^-module de D+(Tj), stable par ip etTp, tel que 
pour tout 7 G Tp, on ait (7 — 1)Nt. C nNp.. De plus ir'^A'^ ^Zp Ti C A"*" '^a'^ s.t I'image de 
Nt, dans (A+/p" (»Zp Ti)^" contient 7r''(A+/p" Ti)^p . 

Remarquons que Np^ s'envoie naturellement dans {A^ /p^ Tn)^'' ^ {A~^/p^ ^Zp T)^^, 
et done dans (A+/p™ ®Zp T)^^ si n > m. On va d'abord montrer la proposition suivante, qui 
permettra de reeoller les Np. en un Np. 

Proposition 4-4- — Si Ti et T2 sont deux reseaux de deux representations cristallines a poids de 
Hodge-Tate dans [— r;0], tels que Ti/p^ = T2/P" avec n G N verifiant p^~^{p — 1) > r + 1, alors 
Np-^ et Npr, ont meme image dans (A+/p" ®Zplv^ Ti/p'^)^^ . 

Demonstration. — L'idee de la demonstration est que les images de Np-^ et A^T2 dans Dn — 
(A+Zp" (8)Zp/p" Tijp^Y^^ sont deux A^/p"-modules libres, stables par Vp, tels que Tp agit triv- 
ialement sur Np^/'K et Np^jn^ et tels que pour tout x G Dn, il existe m < r tel que tt'^x G Npjp"^ 



(par le lemme precedent). Si re = +00, alors on a vu en 2T qu'un tel objet est unique. 

Dans notre eas, soit x G Np^/p^ \ irNp^/p^. II existe m < r tel que vr'^x G Np^/p^' \ -nNp^/p^, 
et en regardant Taction de Tp, on voit que Ton doit avoir 7(7r'^)/7r™' = 1 mod {p^,tt), et done 
xil)"^ = 1 mod pour tout ^ ^ Tp. Cela implique que — 1) divise m < r, mais on a 

suppose que p^~^{p — 1) > r + 1. C'est done que rre = 0, et que Np^/p^ C Np^/p^ . Par symetrie, 
on en eonelut que Np^/p^ C Np^jp"' . □ 

Remarque 4-5. — La borne p'^~^{p — 1) > r + 1 est essentielle, on pent facilement eonstruire des 
eontre-exemples a la proposition preeedente si p^~^{p — 1) < r. 
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Proposition 4-6. — Si N{T) = hm mNx^ / p"^ , alors N{T) est un sous-A~^-module litre de rang 
d de D(T), stable par etVp et tel que Tp agisse trivialement sur N{T)/ttN{T). 



La proposition ci-dessus implique le theoreme puisque N{T) est un sous Aj-module de 
D(T), libre de rang d, stable par ip et Tp-, et tel que Tp agisse trivialement sur N{T)/7rN(T). En 
particulier, T est de hauteur finie et cristalline (et bien sur N{T) = Np)- Reste done a montrer la 
proposition I 



Demonstration. — II est clair que N{T) s'identifie a un sous-A^-module de limm(A/p™' 
T)Hf ^ D(r), stable par ip et Tp et tel que Tp agisse trivialement sur N(T)/ttN{T). Reste 
a montrer que N{T) est un A^-module libre de rang d. Par la proposition precedente, des que 
p"-^^{p — 1) > r + 1, N{T)/p"- ~ Np^/p"' est un A^/p"-module libre de rang d. 

L'application naturelle de N{T) dans N{T)/p^ est surjective et N(T)/p"' est libre de rang d, ce 
qui fait qu'une base de N{T)/p"' se releve, par le lemme de Nakayama {N{T) est separe complet 
pour la topologie p-adique, car chaque Np^ Test), en une famille libre et generatrice de N{T), qui 
est done libre de rang d. □ 



Ceci acheve de demontrer le theoreme 4.2 



Corollaire 4-7. — Si T est une Tip-representation de Gp, telle qu'il existe r £ ISi et une suite 
{Tj}j de Zp-representations cristallines de Gp a poids de Hodge-Tate dans [aj;6j] avec hi — ai < r, 
verifiant T/p''' ~ Ti/p'^, alors il existe un caractere rj : Tp — > Z* tel que T{r]~^) est cristalline. 



Remarque 4-8. — Si Ton regarde la demonstration du theoreme 4.2, on voit que Ton a en fait 
demontre que si T est une Zp-representation de Gp, telle qu'il existe a G N et une suite {Tj}, 
de Zp-representations cristallines de Gp, a poids de Hodge-Tate dans [a; a — 1) — 1] pour 

i ^ 0, verifiant T/p* ~ Ti/p^, alors T est cristalline. 

En effet, on voit dans ce cas que Np^/p^ = Np.^-^jp^ et done que Ton pent recoller les Np. comme 
ci-dessus. 



5. L'identification NyjiiNy ~ Deris (V") 

5.1. Construction de (/?-modules filtres. — Le but de ce chapitre est de donner une demon- 
stration du theoreme suivant: 

Theoreme 5.1. — Si V est une representation cristalline positive de Gp, et si Ny est le BJ- 
module dont on rappele la construction plus haut, muni de la filtration FiP Ny = {x € Ny, <p{x) € 
q^Ny}, alors Dcris(^) C ^tigF '^B+ l'application naturelle Dcris(V^) Ny/irNy est un 

isomorphisme de ip-modules filtres. 

Demonstration. — Pour montrer que cette application est bijective, il suffit de voir que irNy n 
Dcris(^) = {0}, ce qui suit du fait que si x € Dcris(V^), alors 7(x) = x tandis que si x G irNy, alors 
7(x) — xi'y)^ £ ir'^Ny, et done si x G TrNy fi Dcrisl^), alors x G Tr^Ny. En iterant ce procede, on 
voit que x G n+^vr^'iVv' = {0}. 

II est clair que cette application est un isomorphisme de (^-modules. Enfin, un element de B^^^^ 
est divisible par vr/vri dans B+g^^^ si et seulement s'il Test dans B^t^ , ce qui fait que x G Fil*(Bjt^ ) 
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si et seulement si ip{x) G ^Z*B^g. On en deduit que si x € FiP(Bji^g (S)Qj, V)'-'^ , alors son image dans 
^rig,F ®B+ verifie 

ip{x) G (g^B+g V) n (B+g_^ iV^) = g^B+g_^ iVy. 

En effet, B+[l/7r] (»q^ F = B+[l/7r] 8)3+ iVy et done B+g[l/7r] F = B+g[l/7r] (^^+ Ny, ce qui 
fait que g^B+g n (B+g^^ iVy) = g^B+g^^ Ny. 

Ceci montre que I'image de Fil*Dcris(^) est incluse dans Fil*(A^y/7rA^v'). Reciproquement, si 
y G T)cris{V) C B+g^^^g+ATy alaproprieteque(^(y) € 9'B+g^^®g+ A^y , alors G g*(B;tg<8)Qpl^) 
et done y G FiP Deris (V"). □ 

5.2. Construction de D"'"(T) dans le cas r < p — 2. — Si — ri < p — 2, on pent donner une 
eonstruetion explieite de D+(T), qui montre direetement que A^[l/iT]i^ZpT = A''"[l/7r](8)^+D"'"(r). 
Ces resultats (eonstruetion de Zp-representations eristallines assoeiees a des reseaux fortement 



divisibles) sont deja eonnus |12| , [15| , mais notre demonstration est plus directe. Le lemme 
ei-dessous est immediat: 

Lemme 5.2. — Si = {p/{q — vr^'"^)) G A^, alors /i(0) = 1 (fi est done inversible dans Ap), et 



Theoreme 5.3. — SiV est une representation cristalline positive de Gp, telle que la longueur de 
la filtration sitr Deris (^) ^st egale a r < p — 2, et si M est un res eau fortement divisible de Dcris(^), 
alors il existe un reseau T de V, et une base de D(T) qui engendre un A^-module Nt, tel que: 
q^Nx C ip*{NT) C A^'j', I'action de Tp est triviale sur Nt/ttNt, et si Von munit Ny = Qp ®Zp Nt 
de la filtration definie par FiP A^'y = {x G Nv,(p{x) G q^Ny}, alors Ny/nNy est isomorphe a 
Qp ®Zp M en tant que ip-modules filtres. 

Demonstration. — Quitte a tordre V, on se ramene au eas ou ri = et done < p—2. Si M est un 
reseau fortement divisible de Dcris(l^), alors dans une base adaptee a la filtration, la matriee de ip est 
egale a PqA ou Pq = Diag(j9'^i, • • • ,p'''i) et A G GL{d, Op). On pose P = Diag(g'^i//^i, • • • , g'''' )^ 



ce qui fait que P est egale modulo vr a la matriee de tp sur M. De plus, le lemme montre que 
si 7 G Tp, alors -f{P-^)P G Id +ttP-^ M{d, A+). On eerira j{P-^)P = Id +ttP'~^Q. 

En partieulier, si 7 G Tp, alors I'applieation definie par f-y{H) = ^[P~^)ip{H)P envoie 
Id +7r^^^ M((i, A^) dans Id+7r^~^ M(d, A^) et une deuxieme applieation du lemme |5]^ montre que 

est eontraetante pour la topologie {p, 7r)-adique, et y admet done un unique point fixe ^(7), qui 
satisfait alors (^(G(7))P = 7(P)G(7). 

On pent definir un r)-module -D, en faisant agir (/9 et 7 G Tp par P et ^(7). Ce (v^F)- 
module etale D eorrespond a un reseau T d'une representation de hauteur finie, et le theoreme 
[531 montre que eette representation est V (puisque le foncteur Deris (•) est pleinement fidele), ear 
Ny/nNy est un (/j-module filtre sur lequel 'p agit par la meme matriee que sur M, ee qui montre 
que Ny/irNy ~ Qp (^Zp M en tant que modules filtres (la filtration sur A^y etant definie via 
I'aetion de (^). □ 
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